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任意三角形毛细管中水力传导率与 
形状因子关系研究 

陶  军，姚  军，李爱芬，赵秀才 
（中国石油大学，山东 东营 257061） 

 
摘  要：孔隙级网络模型可以用简单几何体来代表真实的孔隙孔喉，以分析流体在这些简单几何体中的流动，具有重要的意
义。利用有限元法对任意三角形截面管中的单相和油水两相流动的速度场进行了求解，后由速度场进一步计算出了水力传导

率。研究了水力传导率与形状因子之间的关系，结果表明，单相流水力传导率与形状因子近似呈直线关系，而油水两相流时，

水力传导率除与形状因子有关外，还随着角落半角和油水接触角的变化而变化。 
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Research on relationship between shape factor and hydraulic  
conductance for flow in arbitrary triangular capillary 
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Abstract: Pore-scale network model represents the genuine pores and throats with simplified geometry objects, to analyze the flow in 
which is of great importance. Firstly the finite element method is used to solve the velocity field which is then used to calculate 
hydraulic conductance. The relation between hydraulic conductance and shape factor is researched. As for the single phase flow, the 
result shows that the hydraulic conductance is nearly linear to shape factor. While with respect to two phase flow, it also changes with 
half corner angle and oil-water contact angle. 
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1  引  言 

近几年来越来越多的学者开始关注于利用孔

隙级网络模型研究多孔介质中的流动问题[1－6]。在

微观级别上，多孔介质中的流动主要是受毛细管压

力的控制。国外已有众多的学者利用拟静态孔隙级

网络模型成功地预测了毛细管压力、绝对渗透率和

相对渗透率等性质[7－9]。在建立孔隙网络模型时必

须考虑孔隙和孔喉的形状，由于真实孔隙和孔喉形

状的复杂性，往往要把孔隙孔喉简化成等截面、且

截面形状简单的几何体，如简化成截面为正方形、

任意三角形和圆形等的毛细管。对于圆形管中的流

动，可以利用 Poiseuille公式很容易地求出单相流时
的传导率，但对于其他形状，特别是任意三角形，

不能直接利用 Poiseuille公式。文[10]给出了正方形
和圆形管中单相层流时传导率的解析表达式。对于

任意三角形，无法用解析式表达，文[10]虽然利用
保角变换求出了传导率与形状因子之间的关系，但

该方法较本文的有限元法复杂。 

2  三角形形状因子与内角关系 

真实孔隙体与孔喉的截面形状非常复杂，并且

截面大小也是变化的。Mason和Morrow在 1991年
定义形状因子为 

2/G A P=               （1） 

式中：A为孔隙孔喉截面积；P为截面的周长。 
对于任意截面形状毛细管，其水力半径 hR 为 
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h /R A P=               （2） 

将式（2）代入式（1）可得 

hR
G

P
=                  （3） 

由式（3）可以认为形状因子 G 为无因次的水
力半径。当知道毛细管的水力半径后就可以用它来

计算平均曲率半径和驱替时的毛细管入口压力等。

而毛细管入口压力的计算对于孔隙级网络模型是非

常重要的。 
对于如图 1 所示的任意三角形截面，r 为内切

圆半径， 1β 、 2β 和 3β 分别为三角形 3 个内角的半
角，并设 1β < 2β < 3β 。由初等几何可以得到： 

( )1 2 1 23

1

1                           ;
2

1 1 tan tan cot
44 cot i

i

A Pr

G β β β β
β

=

⎫= ⎪
⎪
⎬= = + ⎪
⎪
⎭

∑

 （4） 

根据 G的定义，对于三角形截面可以确定，G
的取值范围从 0～0.048 1，其中 0.048 1对应着等边
三角形的形状因子。为了产生任意的三角形，可以

在 G 的取值范围内随机确定一个形状因子。给定  
形状因子后就可以求出一定范围内的 3个内角的半
角值。文[7]给出了详细地求解过程，需要指出的是，
G 与 1β 、 2β 和 3β 并不是一一对应的关系，一个形
状因子可以对应很多的三内角组合关系。 

 

 
图 1  三角形孔隙截面 

Fig.1  Cross-section of triangular pore 

3  任意三角形毛细管中单相流时传    
导率计算 

对于任意三角形毛细管中的单相流动，作如下

假设：流动为稳态的、流体为牛顿、不可压缩流体。

这些假设与一般的拟静态孔隙网络模型的假设是一

致的。在以上假设条件下可以建立方程来表征毛细

管中的单相流动： 

( )2 1v p fρ
µ

∇ = ∆ −           （5） 

式中： v为流体速度； f 为单位质量的体积力，在
此为常数；µ为流体黏度； ρ为流体密度。考虑无
滑脱边界条件，在如图 1所示的三角区域内求解式
（5），由此得到完整的数学模型为 

( )
( )

2 1 ;

, 0 ,   

v p f

v x y

ρ
µ

⎫∇ = ∆ − ⎪
⎬
⎪= ⎭(三角形毛细管壁上)

   （6） 

传导率 g定义为沿毛细管流动时，单位压力梯
度下的体积流量，即有 

( )3Q v A g p fρ= = − ∇ −         （7） 

与圆管流的 Hagen-Poiseuille公式类似，传导率
表达为 

2r Ag
χµ

=                 （8） 

( )2
3r p f

v
ρ

χ
µ

− ∇ −
=             （9） 

式（6）为一椭圆泊松方程，文[10]利用保角变
换进行了求解，在此采用有限元法，程序框图如图

2所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  程序框图 
Fig.2  Program flow chart 
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单相时的传导率计算结果如图 3所示，图中圆
圈代表计算所得到的无因次传导率，直线为计算结

果经一次线性拟合所得到的结果，其斜率为 3/5。
由此可以得到任意三角形截面导管中单相流时的传

导率计算公式为 

2

3
5

gg G
A
µ

= ≈             （10） 

根据式（10），只要知道孔隙网络模型中基本
组成单元的形状因子，就可以求出单相流体在其中

流动时的传导率，并进而可以对流体在孔隙网络模

型中流动时的控制方程组进行求解。由此可见传导

率计算正确与否对孔隙网络模型的有效性具有重要

的意义。 
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图 3  单相时三角形毛细管中传导率与形状因子之间的关系 
Fig.3  The relation between conductance and shape factor 

for single phase flow in triangular capillary 

4  油水两相时传导率的计算 

在截面为三角形的毛细管中，考虑油水两相流

动时，由于油水在其中分布形态的不同，使得计算

更为复杂，到目前还没有统一的计算公式。在孔隙

级网络模型中通常对于处在孔隙孔喉中央的油（非

湿相）的传导率计算采用前面所说的单相时的计算

公式，而对于处在孔隙角落的水（润湿相）的传导

率则由数值模拟计算得到。 
由于对处在孔隙孔喉中央的非湿相流体的传

导率采用与单相时相同的计算方法，在此仅对处在

角落中的湿相流体―水的传导率计算进行研究。如

图 4所示，粗线为三角形的一个角，细线分别表示
不同的油水界面位置。 
油水两相时采用与单相时相同的假设条件，基

本数学模型为 
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    （11） 

为了使计算结果具有一般性，坐标用弯液面沿

角一边到角顶点的距离 b，流体黏度用润湿相黏度
进行无因次化为 
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      （12） 

式中 jχ 为第 j相流体的水力阻力因子。把式（12）
代入式（11）可以得到 

2 1 0,    ,    

1, /
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= = ⎪⎭
      （13） 

边界条件只考虑在角两边和油水界面上全部

采用无滑脱条件，即 1 2( , ) 0v x x = 。在如图 4（a）所
示的区域内求解式（13），按有限元方法划分成如图
4(b)所示的网格。求出速度场后可以按式（14）和
式（15）分别计算平均速度以及流量，进而求出角
落在对应的半角和接触角下的传导率： 

1 d ,      ,o
j

j j
j

v v A j w
A Ω

= =∫        （14） 
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（15） 

 
(a)不同接触角下三角形角落中的水分布 

 

 
(b) 某一接触角下的有限元网格 

图 4  有限元法求解区域 
Fig.4  The solving domain of finite element method 

 
图 5 给出了油水接触角从 0°增加到 160°、

角落半角从 10°增加到 72°时的无因次传导率计
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算结果。图 6为形状因子与传导率除以角落水相所
占面积平方之间的半对数关系曲线。从图 5 和图 6
可知，油水两相流动时，位于三角形毛细管角落中

的水的流动是非常复杂的。与单相时的图 3对比可
知，传导率与形状因子间的关系并不是简单地成近

似直线关系，而是随角落半角、油水接触角的变化

而变化。 
 

 
图 5  不同角落半角时油水接触角与 

无因次传导率之间的关系 
Fig.5  The relationship between oil-water contact angle 

and dimensionless hydraulic conductance  
under different half corner angles 

 

 
图 6  形状因子与 lg (gw/Aw

2)关系曲线 
Fig.6  The relation between shape factor and the logarithm 

of the ration of the dimensionless hydraulic conductance 
and the dimensionless corner filament area squared 

5  结  论 

（1）利用孔隙网络模型研究多相流动时，通
常都把真实的孔隙、孔喉简化成简单的几何体。分

析简单几何体中的流体流动对于利用孔隙级网络模

型研究多相流具有重要的意义。本文采用有限元法

求解了三角形截面管中单相和油水两相层流时不同

形状因子下的水力传导率。 
（2）单相流的计算结果表明，任意三角形截

面管中单相时的无因次水力传导率与截面的形状因

子之间近似呈斜率为 3/5 的直线关系。本文的计算

方法比文[10]所采用的保角变换方法更简单。 
（3）油水两相流时，处于三角形截面管中央

的油的水力传导率可以采用单相时的计算方法进行

求解。本文对于处在角落中的水的传导率采用有限

元法进行了求解。计算结果表明，传导率与形状因

子之间的关系并不是简单地呈近似直线关系，而是

随角落半角、油水接触角的变化而变化。 
（4）油水两相流时，处于角落中的水的传导

率受形状因子、角落半角、接触角等因素的影响，

如何形成统一的公式来表征水力传导率与形状因子

之间的关系还需进一步研究。 
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