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摘要 :无网格法作为一种新型的数值方法 ,因其近似函数不依赖于网格而受到广泛关注。基于无网格法对油藏渗流

问题的求解进行了研究。对无网格法的基本原理进行了详细的阐述 ;并针对油藏单相渗流问题推导了无网格法计

算格式 ,通过实例计算验证了该方法的有效性。
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Abstract: Meshless method is an efficient new2style numerical method. The extensive study of the theory and app lications of

meshless method was done because of the app roximate function without any mesh. The meshless method was app lied to the

p roblem s of single phase flow through porous media in reservoir. The fundamental theory of meshless method was exp licitly

described. Then the particular meshless calculating formulas were deduced. The numerical simulation results are satisfying.

The case verified the validity.
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　　目前在解决油藏渗流问题时 ,有限差分法和有

限单元法 [ 124 ]为主要的数值计算方法 ,这些方法都是

基于网格的 ,其计算结果受网格的影响较大 ,同时这

些方法的前后处理比较麻烦。因此近年来兴起的无

网格法 [ 526 ] ,因其不需要划分网格而受到了广泛关

注。对无网格法的研究最早是对非规则网格有限差

分法的研究 [ 729 ]
,这种方法建立在移动最小二乘法

(moving least2square, MLS)、核函数法 ( kernel func2
tion, KF)和单位分解法 (partition of unity, PU)等基

础之上。最早的是光滑质点流体动力学 ( smoothed

particle hydro2dynam ics, SPH )方法 ,并且成功地应

用于天体物理领域 [ 10 ]。Nayroles等人 [ 11 ]将 MLS引

入 Galerkin法中 ,提出了漫射元法 ( diffuse element

method, DEM )。Belytschko改进了 DEM 方法 [ 12 ]
,

并把新方法命名为无网格伽辽金方法 ( element2Free

Galerkin Method, EFGM ) ,但该方法仍然需要背景

积分网格。曾清红等人 [ 13 ]应用无网格伽辽金法对

单相稳定渗流问题进行了研究。现有的无网格法大

多是采用移动最小二乘法来构造近似函数 ,该方法

首先在求解域Ω内进行布点 (可以是规则的也可以

是随机的 ) ,然后基于移动最小二乘法建立近似拟

合函数。由此建立高阶连续可导的近似函数 ,因此

具有精度高、后处理简单等优点 ,这类无网格法已在

很多领域得到了应用 [ 14215 ]。然而 ,关于无网格法在
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油藏渗流问题中的研究 ,无论是理论还是应用都非

常少。因此 ,笔者基于最小二乘无网格法 (该方法

完全脱离了网格 )对油藏渗流问题进行研究 ,从模

型的建立、求解以及应用等方面进行探讨。

1　无网格法

加权残量法可作为无网格法的理论基础 ,本文

中应用 MLS方法构造近似函数或称为试探函数 ,通

过最小二乘法来离散方程 ,建立了相应的无网格法 ,

即最小二乘无网格法 (meshless weighted least

square method, MWLS)。

111　移动最小二乘法 (MLS)

设在求解域Ω内有场函数 u ( x) 以及一组随机

分布的离散节点 xi ( i = 1, 2, ⋯, n) ,用Ωi 表示节点

xi的影响域 ,在二维问题中 ,影响域常取为圆形或矩

形。使用 MLS法进行全局近似 ,对任意的 x ∈Ω有

u
h ( x, �x) = ∑

m

i =1
pi ( �x) ai ( x) = p

T ( �x) a ( x) . (1)

式中 , �x = [ x, y, z ]
T为计算点 x的邻域Ωx内各点的

空间坐标 ; u
h ( x, �x) 或 u

h ( x) 为函数 u ( �x) 的近似表

达式 ; pi ( �x) 为基函数 ; m 为基函数的项数 ; ai ( x) 为

相应的系数。

对于二维问题常用的是线性基和平方基。

线性基 : p
T ( �x) = [ 1, x, y ], m = 3;

二次基 : p
T ( �x) = [ 1, x, y, xy, x

2
, y

2
], m = 6。

系数 a ( x) 的选取使得近似函数 u
h ( x, �x) 在计

算点 x的邻域Ωx内是待求函数 u ( x) 在某种最小二

乘意义下的最佳近似。

设计算点 x的邻域Ωx 包括 n个节点 ,近似函数

在 �x = xI 误差的加权平方和为

J = ∑
n

I

ωI ( x) [ u
h ( x, xI ) - u ( xI ) ]

2

= ∑
n

I

ωI ( x) ∑
m

i =1

pi ( xI ) ai ( x) - uI

2
. (2)

式中 ,ω ( x) 为权函数。

为了求得系数 a ( x) ,令 J ( x) 取最小值 ,可得

　a ( x) = A
- 1 ( x) B ( x) u. (3)

其中 ,矩阵 A, B 如下 :

A ( x) = ∑
n

I =1

ωI ( x) p ( xI ) p
T ( xI ) ,

B ( x) = [ω1 ( x) p ( x1 ) ω2 ( x) p ( x2 ) ⋯ωn ( x) p ( xn ) ].

将式 (3) 代入式 (1) 中得

　u
h ( x, �x) = N ( x, �x) u = N I u I. (4)

其中 ,形函数 N ( x, �x) = p
T ( �x) A

- 1 ( x) B ( x) .

令

　r = A
- 1

p,

并对形函数 N ( x, �x) 求导 ,可得到形函数的一阶和

二阶导数为

N
k
, i = r

T
, i B + r

T
B , i ,

N
k
, i j = r

T
, i j B + r

T
, i B , j + r

T
, j B , i + r

T
B , i j.

权函数是 MLS近似中的重要组成部分 , 其选择

目前还没有理论上的具体规则 ,带有某种任意性 ,本

文中采取的是四次样条函数 ,它是如下 C
2 (Ω) 连续

函数式 :

ω( r) =

[ exp ( - r
2β2 ) - exp ( - β2 ) ] / [1 -

exp ( - β2 ) ], r Φ 1;

0, r > 1.

其中

　 r =
d I

dm I
, d I = x - xI .

影响域对计算的精度和计算效率有直接关系 ,

本文中的影响域半径取为 dm I = sca le ×s[ k ],其中 ,

s[ k ]为节点 xI 与距其最近的第 k个节点之间的距

离 , sca le是大于或等于 1的乘子。

112　最小二乘无网格法 (MWLS)

最小二乘法可以用来求解具有任何类型偏微分

方程的问题 ,从变分原理和加权残量法上讲这类方法

是来建立泛函的 ,并且其权函数或称为检验函数就是

残量本身。首先令Π = ∫ΩR
2

dΩ = 0,再取最小值 ,即

　δΠ = ∫Ω (δR ) R dΩ = 0.

对具体问题采用上述基于 MLS方法的近似函

数 ,并采用上述积分格式的离散点求和形式便得到

了最小二乘无网格法 ,关于该方法的详细阐述可参

考文献 [ 16 ]。

2　MW L S在单相流体渗流中的应用

211　MW L S计算格式推导

对于均质各向同性油藏地层 ,单相流体不稳定

渗流的微分方程和定解条件如下 :

¨ 2
P ( x) =

1
η

5P ( x)

5t
, 在Ω域内 ;

P = �P, 在Γp 边界上 ;

n·¨ P = �q, 在Γq 边界上 ;

P
t =0

= Pi.

(5)

其中

　η = k / (φμCf ) .
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式中 ,Γp 和Γq 分别为压力边界和流量边界 ; n为边

界Γq 的外法线单位矢量 ; �P为边界Γp 上给定的压

力 ; �q为流体离开油藏区域的流速值 (沿 n方向 ) ;η

为导压系数 ; k为渗透率 ;μ为流体的粘度 ; Cf为油藏

地层综合导压系数 ;φ为孔隙度。

最小二乘无网格法要求方程 (5) 残量的加权平

方和为

Π =λ1 ∫Γp

( P
h

- �P) ( P
h

- �P) d l +

λ2 ∫Γq

( n·¨ P
h

- �q) ( n·¨ P
h

- �q) d l +

∫Ω ¨ 2
P

h
-

1
η

5P
h

5t
¨ 2

P
h

-
1
η

5P
h

5t
dΩ . (6)

把无网格近似函数式 (4) 代入式 (6) ,并取最小值 ,

可得

δΠ =δP
T ∫Ω ¨ 2

N
T ¨ 2

N P -
1
η

5P
5t

dΩ +

λ1δP
T ∫Γp

N
T (N P - �P) d l +

λ2δP
T ∫Γq

n·¨N
T ( n·¨N P - �q) d l. (7)

式中 ,λ1 ,λ2 为罚函数 ,用来施加边界条件。

为了避免积分 ,采用下式作为式 (7) 的离散形

式

δΠ =δP
T ∑

n

s =1
¨ 2

N
T ( xs ) ¨ 2

N ( xs ) P -
1
η

N
5P
5t

+

λ1δP
T ∑

n1

s =1
N

T ( xs ) (N ( xs ) P - �P) +

λ2δP
T ∑

n2

s =1
n·¨ N

T ( xs ) ( n·¨N ( xs ) P - �q) . (8)

将式 (8) 写成矩阵形式 ,并考虑到δP
T 的任意性 ,有

　[ Kt ] { ÛP } + [ Ks ] { P } = { f} , (9)

其中

[ Ks ] = - ∑
n

s =1

1
η

¨ 2
N

T ( xs ) N ( xs ) ,

{ P } = P1 P2 ⋯ Pn
T ,

{ ÛP } = ÛP1 ÛP2 ⋯ ÛPn
T , ÛP =

5P
5t

,

f =λ1 ∑
n1

s =1
N

T ( xs ) �P +λ2 ∑
n2

s =1
n·¨N

T ( xs ) �q,

[ Ks ] = ∑
N

s =1

¨ 2
N

T ( xs ) ¨ 2
N ( xs ) +

λ1 ∑
n1

s =1
N

T ( xs ) N ( xs ) +

λ2 ∑
n2

s =1
n·¨N

T ( xs ) n·¨N
T ( xs ) .

为了保证式 (9) 中各项的数量级相当 ,罚函数可取

为λ2 = 10
5
,λ1 =λ2 K

2。

对于稳态问题 ,方程为 [ Ks ] { P } = { f}.

对于瞬态问题还需进一步求得时间差分的递推

公式 ,本文中采用向后差分 ,格式如下 :

[ Ks ] +
1

Δt
[ Kt ] { P ( tn +1 ) } = { f ( tn +1 ) } +

1
Δt

[ Kt ] { P ( tn ) }. (10)

式 (10) 即为瞬态问题的计算格式。

212　稳态渗流问题算例

图 1为圆形油藏示意图。rw = 10 cm, re = 50

cm,渗透率 k = 1,边界条件为 P
Γw

= Pw = 5 M Pa,

P
Γe

= Pe = 10 M Pa。

利用对称性 ,取 1 /4部分研究 ,边界条件是内外

半径处压力已知 ,在两侧为封闭边界 ,并划分 25个

节点 ,沿径向布点间距分别为 5, 8, 12, 15 cm,沿环

向按 2215°均分 ,如图 2所示。

在用 MWLS法计算压力分布和流体流出内壁

的流量时 ,取β = 210, dm I = 0128 cm。图 3和图 4分

别为用本文方法求得的径向压力、径向压力梯度结

果与有限元 ( FEM )分析结果以及精确解 ( Exact)的

对比。有限元计算网格为图 2中的等参单元网格。

压力误差范数 :MWLS法为 01521% , FEM法为
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01248% ;压力梯度误差范数 :MWLS法为 3171% ,

FEM法为 5128%。

误差范数定义如下 :

LT =
∑

n

i =1
[ T

h ( xi ) - T ( xi ) ]
2

∑
n

i =1
T

2 ( xi )

.

式中 , T
h ( xi ) 为点 xi处的近似值 ; T ( xi ) 为点 xi处的

真实值。

本算例精确解为

　P =
1

ln
re
rw

Pw

re
r

+ Pe
r
rw

,

　 dP
d r

=
1

ln
re
rw

Pe - Pw

r
.

213　瞬态渗流问题

图 5为平面矩形油藏地层示意图。油藏地层长 1

m,宽 1 m,厚度为 011 m,油藏地层导压系数 η =

01043 m
2

/ h。

初始条件 : P
t =0

= 400x (1 - x) ,

边界条件 : P
x =0

= P
x =1

= 0.

采用均匀规则布点 ,如图 6所示。应用 MWLS方

法进行求解。其中 ,权函数参数β = 210, dm I = 317 ×

s[ 4 ],时间步长Δt = 014 h。本文中求解了 [ 0, 214 ]

时间区间上各时刻的压力分布。

图 7为各时刻沿 x方向的压力变化曲线。将

MWLS计算结果、有限元计算结果 (有限元计算网格

如图 8所示 ) 的计算误差进行了比较 ,如图 9所示。

本算例精确解如下

P ( x, t) = ∑
∞

n =1
-

800
( nπ) 3 [ nπsin ( nπ) +

2cos ( nπ) - 2 ] exp [ - ( nπa) 2
t ] sin ( nπx) .

其中 , a
2

=η。
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214　结果分析

通过上述算例 ,可知在无网格法的计算中完全

脱离了网格 ,其前处理工作 ,相对于有限元法和有限

差分简单了许多。最小二乘无网格法虽然是采用积

分的离散点形式 , 但其计算精度较高 , 与有限元相

当 ,在压力梯度的求解中其精度还高于有限元法 ,这

是由于无网格法计算结果具有光滑连续性。在计算

中发现权函数和节点影响域的选取对计算精度有着

直接的影响 ,只能经验取值 ,建议取β = 210,节点影

响域内包含 18 ～ 26个节点。

3　结 　论

(1) 无网格法数据结构简单 ,只需节点信息 ,完

全脱离了网格 ,边界条件处理简单且易于实现。

(2) 计算精度高 ,且具有高阶连续性。

(3) 无网格法计算程序的稳定性以及计算结果

的精度过分依赖于权函数和影响域半径的选取 ,并

且近似函数构造中涉及到大量的矩阵求逆 ,因此计

算量较大 ,一般是有限元的 3 ～10倍 ,这些都有待于

完善。

(4) 无网格法应用于油藏工程中才刚刚起步 ,

在严格的数学论证、计算效率和大量应用实例方面

都还不能与成熟的有限差分法、有限元法媲美 ,但其

显著的优点使其具有重要的研究和应用价值。
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