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摘 　要 : 　该文应用无网格伽辽金法对油藏中的油 2水两相渗流问题进行了研究。这种方法是基于移动最小二乘法来建

立近似函数的 ,与传统的最小二乘法相比它具有紧支性其系数矩阵是稀疏的。文中较为详细地描述了油藏地层中油 2水两相

渗流数学模型的建立以及无网格伽辽金法的基本原理。推导了油水两相渗流问题的无网格伽辽金法具体计算格式 ,编制了

相应的计算程序进行实例计算 ,其计算结果是可靠有效的 ,为进一步研究利用无网格方法求解复杂介质、边界条件的油藏多

相渗流提供了基础。
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1　引言

目前在解决油藏油 2水两相渗流问题时 ,有限差

分法 ( FDM )、有限体积法 ( FVM ) 和有限单元法

( FEM ) [ 1 ] 2[ 5 ]为主要的数值计算方法 ;这些方法都是

以网格划分为前提的 ,在计算过程中网格一旦发生畸

变 ,计算就会失效。为解决这些问题就必需进行网格

重构 ,但这对计算精度和计算速度产生了较大的影

响 ;同时这些方法的前后处理较麻烦。因此近年来兴

起的无网格法 [ 6 ]
,由于不需要划分网格而受到了高

度重视。

对于无网格方法研究可以追溯到 20世纪 70年

代对非规则网格有限差分法的研究 [ 729 ]
,由于当时有

限元的巨大成功 ,这类方法没有受到重视。这种方法

建立在移动最小二乘法 (MLS)、核函数法和单位分解

法等方法的基础之上。历史最悠久的是光滑质点流

体动力学 ( SPH ) 方法 ,并且成功的应用于天体物理

领域中 [ 10 ]。Nayroles等人在提出的漫散元 (DEM )

方法中首先使用移动最小二乘法 [ 11 ]。Belytschkohe

改进了这种方法 [ 12 ] , 并把这种方法命名为无网格伽

辽金方法 ( EFG)。曾清红等人 [ 13215 ]应用无网格伽辽

金法 ( EFG) 方法对单相稳定渗流问题的求解进行了

研究。

无网格伽辽金法是采用移动最小二乘法来构造

近似场函数的一种方法 ,已在很多领域得到了应

用 [ 16219 ]。其节点可以随机分布 , 且和积分网格无关 ,

通过对待求节点在其影响域内进行数值拟合 , 可以

建立高阶连续可导的近似场函数 , 因此具有灵活、精

度高的优点。然而 ,至今在国内外尚未见无网格法在

两相渗流问题计算中应用的报导 , 本文将无网格伽

辽金法引入油藏油 2水两相渗流计算 , 旨在为油 2水两

相渗流分析探索一个新的计算方法。

2　数学模型的建立

假设油藏地层中存在油水两相流体 ;油层厚度均

匀 ,且与面积相比较小 ;油藏中岩石和流体均可微压

缩 ;油藏流体的渗流符合达西定律 ;油藏岩石是各向

异性非均质的 ;整个渗流过程是等温 ;在考虑毛管压

力影响下 ,油水两相渗流的微分方程为 :

ý ·
ρo KKro

μo

ý Po
+ Qo =

5 ( <ρo So )

5t
(1)

ý ·
ρw KKrw

μw

ý Pw
+ Qw =

5 ( <ρw Sw )

5t
(2)

约束方程 ,即油、水两相的饱和度关系式及毛管压力

关系式 :

Pcow = Po - w , 　　So + Sw = 1 (3)

边界和初始条件 ,其中 : Γ1为封闭边界 , n 为油藏边

界外法线方向 ;Γ2为边底油水边界 ;Γ3 为井壁边界。

P | t =0 = Pi , 　　Sw | t =0 = Sw i (4)

5P
5n

|Γ1
= 0 (5)

P |Γ2
= Pt , 　　Sw |Γ2

= 1 - Sor (6)

P |Γ3
= Pw , 　　 1

r
5P
5r

|Γ3
=

Q u
2πKh

(7)

令流动系数 :

λm l =
Kl Krm

μm

(m = o, w; l = x, y, z)

综合压缩系数 :

Cf = So Cfo + Sw Cfw =
<0

<
CR + Co + Cw

利用 (3)式及相应的状态方程可将 (1)和 (2)式简化

为 :

油相压力方程 :

ý ·[ (λo +λw ) ý ·Po - λw ý ·Pcow ] +

qow - <Cf

5Po

5t
= 0 (8)

水相饱和度方程 :

ý · (λw ý ·Po - λw ý ·Pcow ) + qw - <
5Sw

5t
= 0

(9)

式中 :

qow =
Qo

ρo

+
Qw

ρw

, qw =
Qw

ρw

对于上述方程 (8)和 (9) ,采用隐式压力和隐式
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饱和度交替求解的方法进行求解。先对时间域进行

离散 ,然后由 (8)式得到 n + 1时刻的油相压力值 P
n +1
o

如下 ,在求解时个参数均取为 n时刻的值。

Rp = ý ·[ (λn
o +λn

w ) ý P
n +1
o - λn

w ý P
n
cow ] +

q
n
ow -

<Cf

Δt

n

( P
n +1
o - P

n
o ) = 0 (10)

再把 P
n +1
o 代入 (9) 式求出 n + 1时刻的水相饱和

度值 ,其他参数也均取为 n时刻的值。

Rs = ý · (λn
w ý ·P

n +1
o - λn

w ý ·P
n
cow ) +

q
n
w - <

Δt

n

(S
n +1
w - S

n
w ) = 0 (11)

依此类推 ,可求出各个时刻的压力场和饱和度场

的分布。

3　无网格伽辽金法

该方法采用移动最小二乘法来构造近似函数 ,然

后由伽辽金法对方程进行离散。在许多情况下 ,由伽

辽金法得到的方程系数矩阵是对称的。

3. 1　移动最小二乘法

在分析域Ω内有场函数 u ( x) 以及一组随机分布

的离散节点 xi ( i = 1, 2⋯n) ,用Ωi表示节点 xi的紧支

域 (也称作节点 xi 的影响域 ) ,二维问题中紧支域常

为圆盘形 (或矩形 )。使用 MLS (Moving Least2Squar)

进行全局近似 ,对任意的 x ∈Ω ,有 :

u
h ( x, �x) = ∑

m

i =1
pi ( �x) ai ( x) = p

T ( �x) a ( x) (12)

其中 �x = [ x, y, z ]
T是计算点 x的邻域内Ωx 各点的空

间坐标 , u
h ( x, �x) 或 u

h ( x) 是函数 u ( x) 的近似表达

式 ; pi ( x) 为基函数 ; m 为基函数的项数 ; ai ( x) 相应

的系数。

对于二维问题常用的是线性基和平方基。

线性基 :

p
T ( �x) = [ 1, x, y ], m = 3 (13)

平方基 :

p
T ( �x) = [ 1, x, y, xy, x

2
, y

2
], m = 6 (14)

a ( x) 系数不是常数 ,而是空间坐标 x的函数通过对

适合于局部近似的加权最小二乘得到。设计算点 x的

邻域Ωx包括 N个节点 ,近似函数在 �x = xI的误差的加

权平方和为

J = ∑
N

I

ωI ( x) [ u
h ( x, xI ) - u ( xI ) ]

2
=

∑
N

I

ωI ( x) [ ∑
m

i =1
pi ( xI ) ai ( x) - uI ]

2 (15)

式中ω ( x) 为紧支域的权函数 , 为了求得系数 a ( x)

我们令 J ( x) 取最小值 ,可得 :

A ( x) a ( x) = B ( x) u (16)

其中 , A, B 矩阵如下 :

A ( x) = ∑
N

I =1

ωI ( x) p ( xI ) p
T ( xi ) =

p
T ( x)ω ( x) p ( x) (17)

B ( x) = ∑
N

I =1

ωI ( x) pj ( xI ) =

p
T ( x)ω ( x) =

[ω1 ( x) p ( x1 )ω2 ( x) p ( x2 ) ⋯ωN ( x) p ( xN ) ] (18)

由方程 (5)可得到待定系数

a ( x) = A
- 1 ( x) B ( x) u (19)

将式 (8)代入式 (1)中得

u
h ( x, �x) = ∑

m

i =1

pi ( �x) ai ( x) = p
T ( �x) a ( x) =

p
T ( �x) A

- 1 ( x) B ( x) u = N ( x, �x) u = N I uI (20)

其中形函数

N ( x, �x) = p
T ( �x) A

- 1 ( x) B ( x) (21)

问题的求解涉及形函数的导数 :

令
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r = A
- 1

p (22)

并对式 (21)求导 ,可得到形函数的一阶和二阶导数

为

N
k
, i = r

T
, iB + r

T
B , i (23)

N
k
, ij = r

T
, ijB + r

T
, iB , j + r

T
, jB , i + r

T
B , ij (24)

其中

r, i = A
- 1 ( p, i - A, i r) (25)

r, ij = A
- 1 ( p, ij - A, i r, j - A, j r, i - A, ij r) (26)

权函数是 MLS近似中的重要组成部分 , 其选择

目前还没有理论上的具体规则 ,带有某种任意性 ,本

文采取的是四次样条函数 ,它是 C
2 (Ω) 连续函数式 :

ω ( r) =
1 - 6 r

2
+ 8 r

3
- 3 r

4
, r ≤ 1

0, r > 1
(27)

影响域对模拟的精度和计算量有直接的关系 ,本

文的影响域半径取为 dm I = sca le ×s[ k ],其中 s[ k ]为

节点 I与距其最近的第 k个节点之间的距离 , sca le是

大于 1的乘子。

3. 2　无网格伽辽金法格式推导

下面以二维问题进行讨论。由上述移动最小二

乘法可构造出油相压力和水相饱和度的近似解 :

�P≈ ∑
N

i =1
N i pi = N I pI ,

�S≈ ∑
N

i =1
N i S i = N I pI

在求解域上Ω采用伽辽金法得到式 (10)的等效积分

格式 :

∫Ω [N ]
T

[Rp ] dΩ = 0

具体推导简化如下

∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

(λn
ey

5�Pn +1
o

5y
) +

5
5x

(λn
w x

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

(λn
w y

5�Pn +1
o

5y
) ] dΩ -

∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
w x

5P
n
cow

5x
) +

5
5y

(λn
w y

5P
n
cow

5y
) ] dΩ + ∫Ω [N ]

T
q

n
ow dΩ -

∫Ω [N ]
T

[ <n
C

n
f

�Pn +1
o - �Pn

o

(Δt)
n ) ]dΩ = 0 (28)

对 (27)式中的第 1部分进行分部积分如下 :

∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

(λn
ey

5�Pn +1
o

5y
) ] dΩ =

∫Ω [
5
5x

( [N ]
Tλn

ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

( [N ]
Tλn

oy

5�Pn +1
o

5y
) ]dΩ -

∫Ω [
5[N ]

T

5x
(λn

ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5[N ]
T

5y
(λn

oy

5�Pn +1
o

5y
) ]dΩ

(29)

其中式 (29)等号右端第一项 :

∫Ω [
5
5x

( [N ]
Tλn

ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

( [N ]
Tλn

oy

5�Pn +1
o

5y
) ] dΩ =

∮Γ [ [N ]
T (λn

ox

5�Pn +1
o

5x
) + [N ]

Tλn
oy

5�Pn +1
o

5y
]dS (30)

此项为沿Ω边界的环路积分 , 对于具有外部封

闭边界条件的求解域Ω ,该积分为零 ,故式 (29)写成

如下形式 :

∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

(λn
oy

5�Pn +1
o

5y
) ]dΩ =
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- ∫Ω [
5[N ]

T

5x
(λn

ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5[N ]
T

5y
(λn

oy

5�Pn +1
o

5y
) ] dΩ (31)

把 �Pn +1≈ ∑
N

i =1
N I P

n +1
i = N I P

n +1
I 代入上式并写成矩阵形

式如下 :

∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
ox

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

(λn
oy

5�Pn +1
o

5y
) ] dΩ =

- ∫ΩB
Tλn

o B dΩ·d
n +1 (32)

其中 :

B =

5N 1 ( �x)

5x

5N 2 ( �x)

5x
⋯

5NN ( �x)

5x

5N 1 ( �x)

5y

5N 2 ( �x)

5y
⋯

5NN ( �x)

5y

,

λn
o =

λn
ox 0

0 λn
oy

d
n +1

= P
n +1
o1 P

n +1
o2 ⋯ P

n +1
oN

T

同理对 (28)式中的第 2和 3部分进行分部积分 ,可

得

∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
w x

5�Pn +1
o

5x
) +

5
5y

(λn
w y

5�Pn +1
o

5y
) ] dΩ =

- ∫ΩB
Tλn

w B dΩ·d
n +1 (33)

- ∫Ω [N ]
T

[
5
5x

(λn
w x

5P
n
cow

5x
) +

5
5y

(λn
w y

5P
n
cow

5y
) ] dΩ =

- ∫ΩB
Tλn

w B dΩ·d
n
cow (34)

其中 :

λn
w =

λn
w x 0

0 λn
w y

,

d
n
cow = P

n
cow1 P

n
cow2 ⋯ P

n
cowN

T

式 (28)中的第 4部分可写成如下 :

∫Ω [N ]
T

[ <n
C

n
f

�Pn +1
o - �Pn

o

(Δt)
n ] dΩ =

1
(Δt)

n ∫Ω [N ]
T

[ <n
C

n
f ] [N ] dΩ·d

n +1
-

1
(Δt)

n ∫Ω [N ]
T

[ <n
C

n
f ] [N ] dΩ·d

n (35)

其中 :

N = N 1 ( �x) N 2 ( �x) ⋯ NN ( �x)

把式 (32)、(33)、(34)和式 (35)代入式 (28) ,便

得到其积分弱形式并写成矩阵表示形式如下 :

[ Ko ] d
n +1

= [ Fo ] (36)

其中 :

[ Ko ] = [ Ko1 ] + [ Ko2 ]

[ Fo ] = [ Fo1 ] + [ Fo2 ] + [ Fo3 ]

[ Ko1 ] = ∫ΩB
T (λn

o +λn
w ) B dΩ,

[ Ko2 ] =
1

(Δt)
n ∫Ω [N ]

T ( <Cf ) n
N dΩ

[ Fo1 ] = ∫ΩB
Tλn

w B dΩ·d
n
cow ,

[ Fo2 ] = ∫ΩN
T

q
n
w dΩ,

[ Fo3 ] =
1

(Δt)
n ∫ΩN

T ( <Cf ) n
N dΩ·d

n

同理对于水相饱和度方程 ( 11) ,在求解域Ω上

采用伽辽金法得到其等效积分格式 : ∫Ω [N ]
T

[ Rs ] dΩ

= 0 ;经分部积分得到其积分弱形式 ,其推导过程与
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上述压力方程类似 ,写成矩阵表示形式如下 :

[ Ks ] f
n +1

= [ Fs ] (37)

其中 :

[ Ks ] =
1

(Δt)
n ∫ΩN

T <n
N dΩ,

f
n +1

= [ S
n +1
w1 　S

n +1
w2 　⋯　S

n +1
wN ]

T

[ Fs ] = [ Fs1 ] + [ Fs2 ] + [ Fs3 ] + [ Fs4 ]

[ Fs1 ] = ∫ΩB
Tλn

w B dΩ·d
n
cow ,

[ Fs2 ] = - ∫ΩB
Tλn

w B dΩ·d
n +1

[ Fs3 ] = ∫ΩN
T

q
n
w dΩ,

[ Fs4 ] =
1

(Δt)
n ∫ΩN

T <n
N dΩ·f

n

3. 3　边界条件处理

按照上述方法得到的总体刚度矩阵是奇异的 ,因

而它的逆不存在 ,故在求解之前 ,必须将边界条件引

入方程中。

对油藏数值模拟问题 ,常遇到两类边界条件 ,一

类是封闭边界 (断层 ) ,另一类是定压边界 (活跃边底

水、定压及定产油水井边界 )。封闭边界属于第二类

边界条件 ,在上述方程的推导过程中直接代入方程 ,

隐含地自然得到满足。定压边界属于第一类边界条

件 ,也叫做强制性边界条件 ,本文通过罚函数法引入

强制性边界条件。方程 ( 28)在引入边界条件后 ,形

式如下 :

{ [ Ko ] + [ Koa ] } d
n +1

= [ Fo ] + [ Foa ] (38)

[ Koa ] =α∫ΓN
T
N dΓ, [ Foa ] =α∫ΓN

T
Pw dΓ,其中α为

罚函数取值 (10
5 ～ 10

9 ) K。

在饱和度求解时 ,注水井井壁及边水和底水边界

处均作为强制性边界条件处理 : Sw = 1 - Sor ;其它则

作为封闭边界。方程 ( 29)在引入边界条件后 ,形式

如下 :

{ [ Ks ] + [ Ksa ] } f
n +1

= [ Fs ] + [ Fsa ] (39)

[ Ksa ] =α∫ΓN
T
N dΓ, [ Fsa ] =α∫ΓN

T
Sw dΓ。

4　程序流程

按照上述计算方法的原理 ,编写相应的计算程

序 ,程序流程如下。

4. 1　在求解域Ω中布置 N个节点 ,由这些节点拟合

任意点的场函数值

4. 2　给求解域Ω布置背景网格 ,这些背景网格与节

点无关 ,仅用来完成区域积分

4. 3　在每个背景网格内布置高斯积分点

4. 4　循环所有的节点 ,计算所有节点和高斯积分点

的形函数及其导数

4. 5　对时间 t循环 ,求解每一时刻的油相压力场和

水相饱和度场的分布。

4. 5. 1　循环所有背景网格

4. 5. 1. 1　对背景网格内的高斯点进行循环

4. 5. 1. 2　若高斯点在Ω则进行 4. 5. 1. 224. 5. 1. 4,否

则转至 4. 5. 1. 5

4. 5. 1. 3　由 4. 4可得每一高斯积分点的形函数及其

导数 ,并组装矩阵 B

4. 5. 1. 4　组装系数矩阵 [ Ko ]和载荷列阵 [ Fo ]

4. 5. 1. 5结束高斯点的循环

　 　结束背景网格循环。

4. 5. 2　引入边界条件循环所有边界 ,在边界线上布

置高斯积分点并完成边界积分并组装系数矩阵

[ Koa ]和载荷列阵 [ Foa ] 。

4. 5. 3　求解方程 (29)得到各节点在此时刻的场函

数值 ,进而求的整个求解域上的压力场分布。

4. 5. 4　循环 4. 5. 124. 5. 3中的各步骤来求解此时刻

的饱和度场分布 (代入相应的系数矩阵即可 )。

4. 6　结束程序

5　算例分析

油藏均质等厚 ,岩石和流体均微可压缩 ,流体渗

流符合达西定律 ,不考虑毛管压力和重力的影响。如
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表 1　相对渗透率与饱和度关系

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sw

Kro

Krw

0. 00

0. 88

0. 00

0. 10

0. 84

0. 00

0. 20

0. 78

0. 00

0. 30

0. 69

0. 03

0. 40

0. 55

0. 07

0. 50

0. 31

0. 11

0. 60

0. 19

0. 16

0. 70

0. 10

0. 23

0. 80

0. 02

0. 30

0. 88

0. 00

0. 37

0. 94

0. 00

0. 48

1. 00

0. 00

0. 60

图 1所示油层长 300 m,宽 300 m,油藏厚度为 h = 10

m,孔隙度 < = 0. 25 ,绝对渗透率 K = 1μm
2综合导

压系数为 Cf = 1 ×10
4

/MPa,油黏度μo = 5 mPa·s,

水黏度 μw = 1 mPa· s,原始地层压力为 Pi = 12

MPa,原始含油饱和度为 So = 0. 8即含水饱和度 S =

0. 2,注入井井底定压 Piw = 15 MPa,生产井井底定压

Pw = 10 MPa。其相对渗透率与饱和度关系如下表 1

所示。

图 1　封闭油藏计算模型图

图 2　13 ×13 = 169规则布点模型

调用程序对上述问题进行求解 ,影响域半径 dm I

= 2. 0 ×s[ 9 ] ,时间步长取为 0. 01 d,罚函数α = 107

,采用 9点高斯积分计算。图 2为 13 ×13 = 169规则

布点图 ,背景积分网格尺寸取为 50 m,图 3及图 4分

图 3　两天后的油相压力分布

图 4　两天后的水相饱和度分布

别为计算 200步后即两天后的油相压力和水相饱和

度的分布。图 5为 21 ×21 = 441规则布点图 ,背景积

分网格尺寸取为 25 m,图 6及图 7分别为两天后的

油相压力和水相饱和度的分布。
把本文方法的计算结果与文献 [ 20 ]中有限差分

法程序 (采用 10 ×10网格 ,时间步长 0. 01 d)的计算

结果如图 8进行比较 ,可发现 21 ×21 = 441规则布点

所得到的解与有限差分法基本一致 ,说明本文方法是

可靠有效的。两种不同布点方案的结果存在差异 ,主

要是由于两者的节点影响域半径不同而造成的 ,关于

如何获得节点的影响域以及最佳节点布置方案目前

还没有有效的方法 ,有待于进一步研究。
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图 5　21 ×21 = 441规则布点模型

图 6　两天后的油相压力分布

图 7　两天后的水相饱和度分布

7　结论

无网格法是近十年才在各领域中应用起来的一

种新的数值计算方法 ,本文对其基本的理论及其在

油 2水两相渗流问题中的应用进行了研究 ,并编写了

相应的计算程序进行实例计算。和有限差分法、有限

元法、有限体积法相比 ,无网格法具有以下的优缺点 :

(1)数据结构简单 ,无网格法只需要各个结点的

独立信息 ,而不要求单元信息以获得结点间的相互关

系 ,尤其是使用随机结点时 ,前处理工作得到进一步

简化 ,对边界条件的处理更加简单且易于实现。

图 8　两天后的水饱和度分布 (有限差分法 )

(2)计算精度高 ,从已有的计算结果表明无网格

法比有限元法有更高的精度 ,并且具有高阶连续性 ,

这保证了结果的连续性 ,后处理简单 ,尤其是对局部

高梯度问题 ,有限差分法、有限元法往往误差较大 ,结

果失真 ,而无网格法仍然可获得较高的精度。

(3)计算程序的稳定性及结果的精度过分依赖

于参数的选择如权函数、影响域半径 ,计算量一般较

有限元大 3210倍 ,这些都有待于理论上的进一步完

善。

无网格方法取消了插值函数对网格的依赖 ,基于

一系列节点进行场函数拟合 ,这样既避免了网格划分

的复杂过程 (插值点可任意布置 ) ,又不会碰到网格

畸变这样的问题 ,所以这种方法具有重要的研究价值

和应用价值。

符号参数的物理意义

ρw ,ρo —水相、油相的密度 ;

Pw , Po ( Pa) —水相、油相的压力 ;

Qw , Qo —水相、油相的源 (汇 )项 ,单位时间内单

位地层体积内的产出 (注入 )量 ;

λw ,λo —水相、油相运动方程的系数即迁移率 ;

μw ,μo —水、油的黏性系数 ;

Krw , Kro —相对渗透率 ;

Sw , So —水相、油相的饱和度 ;

< —多孔介质的孔隙度 ;

Pcow —毛管压力 ;

K —绝对渗透率。
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